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摘 要：采用热力学计算技术，以 Al-0.3%Si-0.1%Cu(质量分数)三元合金为例，分析了合金相图特征参数，讨论了采

用热力学计算技术所得参数和线性化参数在凝固过程中固/液界面线性稳定性和非线性稳定性判断上的差异， 给出了

固/液界面稳定性区域、非稳定性区域及亚临界分叉区域。 结果表明，采用热力学计算所得相图特征参数随温度变化而

变化，而非线性化参数为定值，通过该参数所获得的稳定区域较线性化参数所得稳定区域小，判断固/液界面稳定性更
严苛，且只有在扰动频率很大或者很小时，热力学计算所得参数和线性化参数才可以互相替代，此时对于最终固/液界
面稳定性判断影响不大。
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Abstract： The morphological linear stability and nonlinear stability of the solid-liquid interface of an Al-0.3 wt.% Si-0.1 wt.%
Cu ternary alloy were investigated via thermodynamics methods. Typical parameters of the phase diagram and different
stable regions between the linear stability and nonlinear stability of the solid-liquid interface were discussed via two
parameters, which were calculated via the thermodynamic method and the linear parameter method, respectively. The stable
regions, unstable regions, and subcritical bifurcation regions of the solid-liquid interface are also presented. The results
reveal that the typical parameters of the phase diagram obtained via thermodynamic calculations vary with temperature
rather than being linear parameters with constant values. The stable regions calculated by coupling with the thermodynamic
method are less than those calculated by linear parameters under the conditions of either linear stability or nonlinear
stability theory, and the judgment of solid-liquid interface instability is more stringent. When the perturbation frequency is
large enough or small enough, the parameters obtained via thermodynamic calculation and linearized parameters can be
substituted for each other, with little impact on the final judgment of solid-liquid interface stability.
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固/液界面稳定性是晶体生长和金属凝固过
程中的重要问题 [1]，直接决定了实际材料和铸件
的凝固组织特征和性能，是物理学家和材料学家
关注的焦点之一[2]。 20世纪 60年代中期，Mullins和

Sekerka[3]将扰动振幅与时间的关系引入到平界面稳
定性的判断中，借鉴流体运动稳定性分析方法，提出
了界面稳定性理论(M-S 理论)，为研究固/液界面形
态特征提供了重要依据。然而，M-S理论是在假设界
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面前沿溶质扩散场稳态的基础上建立，而在实际凝
固过程中，其界面前沿的溶质扩散不能迅速达到稳
态，对于平界面失稳后界面形态的进一步演化问题
还需要建立平界面失稳的非线性动力学理论[4]。 基
于此，Wollkin 等[5]给出了在一维方向扰动振幅很小
的界面失稳的非线性微分方程式。 随后 Langer 和
Turski[6]发现非平面界面与流体力学中对流模式具
有相似性，进一步建立了非线性不稳定的对称理论
模型，但模型中无非线性项的具体控制方程，只能
定性分析非线性项对固/液界面的影响情况。 基于此，
国内学者 [7]构建了一种耗散结构的控制模型，并在
该模型中引入了非线性项，成功地定量分析了扰动
作用下固/液界面形态的演化过程。 然而，这些研究
结果均是假设合金相图线性化，即在合金相图特征
参数为常数下所得。 Garandet等[8]和刘少军等[9]分析
了 Sn-Bi 合金和 Al-Zn 二元合金平界面稳定性，结
果表明，采用相图线性化参数导致模型预测结果与
实验结果之间存在较大误差，甚至有些误差高达10%。

随着热力学理论和计算机技术的发展，使用热
力学理论来获取合金相图及其相关参数的方法，如
CALPHAD等逐渐发展起来，并应用于材料的设计和
制备，使得理论模型与实验结果更加接近[10]。Chen[11]

和 Reuther[12]等耦合热力学理论计算分析了SCN-ace-
tone 和 Si-Sn 二元合金的平面失稳参数， 发现与实
验吻合较好。 刘少军等[9]对比了线性化参数与热力
学参数下 Al-0.083Zn 二元合金的界面失稳情况，发
现热力学参数下模型结果与实验吻合更好。 然而，
在实际应用中，商业合金通常为多元合金，溶质之

间存在强烈的相互作用， 极大地影响了合金的凝固
行为。许多学者[13-15]尝试将凝固界面稳定性理论扩展
到多元合金体系中， 但大部分模型仅是将二元合金的
参数直接应用于多元体系， 这导致了理论预测与实验
结果之间的较大偏差[16]。 基于此，本文利用耦合热力学
计算技术，以 Al-0.3%Si-0.1%Cu(质量分数)三元合
金为例，确定出热力学平衡条件下的相图特征相关参
数，讨论多元合金凝固过程中的凝固界面线性稳定性、
非线性稳定性和平胞转变临界分叉等问题， 分析线
性化参数和热力学计算所得三元参数的适用范围。

1 固/液界面稳定性模型
在合金凝固过程中，凝固组织形貌随生长速度

增大，固/液界面将经历平面晶→胞晶→枝晶→细胞
晶→准平面。胞晶、枝晶、细胞晶、准平面晶都是平界
面失稳后形成的新的有序结构，分别对应着一种非平
衡定态，由非平衡非线性动力学方程控制[4]：

dδ
dt =a0δ+a1δ3+

∞

n=2
Σanδ2n+1 (1)

式中，δ 为固/液界面前沿的扰动振幅；t 为时间；a0为
线性稳定性系数；a1，a2，…，an为非线性项系数，其中
a1为 Landau常数。
1.1 线性稳定性模型

假设式(1)中非线性项系数均为 0，仅分析线性
系数 a0对凝固固/液界面稳定性的影响作用[3]。 联合
凝固过程中温度场、溶质场、固/液界面凝固速率，可
获得固/液界面前沿存在正弦波动扰动条件下，固/液
界面扰动振幅随时间的变化率：

式中，δ�为正弦波振幅对时间的导数；ω 为振动频率；
ν 为固/液界面凝固速率；Tm为合金熔点；DL, j为溶质
i 在液相中的扩散系数；κs、κL分别为固相、液相的热
导率；GL、Gs分别为固相、 液相中的温度梯度；mi为溶

质 i的液相线斜率；G
C

L,i为液相中溶质 i的浓度梯度。

据此， 得到判断多元合金平界面稳定性的界面
稳定性动力学判别式[7]：
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当 S(ω)<0 时(即δ� /δ<0 或δ�<0)，平面凝固界面是
稳定的；反之，平面凝固界面将失稳。

1.2 固/液界面非线性稳定分析
忽略式(1)高次非线性项，仅分析线性系数 a0及

非线性系数 a1的综合作用对固/液界面稳定性的影
响。 考虑到非线性项 a1的存在，综合分析固/液界面
前沿浓度场、温度场及曲率的非线性项，按照推导线

性稳定性方程中δ�<0 的方法，可得固/液界面非线性
稳定性的控制方程为[6]：

当 δ2ω2＞1时，
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当 δ2ω2＜1时，
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当 dδ/dt>0 时，凝固固/液界面不稳定；反之，凝

固固/液界面稳定。 将式(4)和(5)与式(3)对比，可以发
现，固/液界面非线性稳定方程是线性稳定方程的扩
展，固/液界面的稳定性将由式(4)和(5)中的线性项
和非线性项共同决定。

2 三元合金热力学模型

根据 Redlich-Kister-Muggianu 模型， 三元合金
的液相和 FCC 固溶体相 Gibbs 自由能可以表示为
以下形式[17]：
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式中，G
φ
m为 φ 相的摩尔吉布斯自由能；ci为组元 i 的

摩尔分数；G
0

i (T)为纯组元 i 在参考态下的摩尔自由

能；L
bin,φ

ij,n 为二元系 i-j 的第(n+1)个 Redlich-Kiste 系

数；L
ter,φ

i 为三元系的三元相互作用系数。

根据热力学原理， 体系在恒温恒压条件下达到
平衡的一般条件为：

μ
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联立式(6~11)，即可获取三元合金的相图特征
参数，如三元系的溶质分凝系数 ki 及液相面斜率
mi 等。

3 界面稳定性计算结果与讨论

3.1 Al-Si-Cu 相图特征参数
Al-Si-Cu 系合金，如 A380、ADC2、A390 等铝合

金，具有良好的铸造性能，几乎不产生铸造裂纹，热
胀系数小，耐磨性好，是当前重要的高强度铸造合金
之一，也是材料学者研究的热点合金之一，被广泛应
用于航空航天和汽车工业。 同时，Al-Si-Cu 合金富
Al 角相图比较简单，有比较准确的物性参数，在许
多理论研究中广泛采用。 该合金优化后的热力学模
型参数见表 1[18]。

图 1a 是使用表 1 热力学模型参数计算得到的
Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金溶质分凝系数。 可以看出，
Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金的溶质 Si 分凝系数随着温
度的降低而升高，在 913~931℃范围内变化约 3%，
溶质 Cu 的分凝系数则随着温度的降低而降低 ，

图 1 Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金 Si、Cu 溶质分凝系数和液相线斜率随温度的变化曲线：(a)溶质分凝系数；(b)液相线斜率
Fig.1 Partition coefficients and slopes of the liquidus lines of Si and Cu during solidification of Al-0.3 wt.% Si-0.1 wt.% Cu:

(a) partition coefficient; (b) slope of the liquidus line

表1 Al-Si-Cu 合金热力学参数[18]

Tab.1 Thermodynamic parameters of the Al-Si-Cu
ternary alloy[18]

Parameters Liquid FCC_A1

LAlSi
0 -11 340.1-1.233 94T -3 143.78+0.392 97T

LAlSi
1 -3530.93+1.359 93T

LAlSi
2 +2 265.39

LAlCu
0 -66 622+8.1T -53 520+2T

LAlCu
1 +46 800-90.8T+10T×ln(T) -38 590-2T

LAlCu
2 -2 812 +1 170

LCuSi
0 -38 763.5+12T -42 203.5+13.891 37T

LCuSi
1 -52 431.2+27.457 1T -1 102.2-18.177 912T

LCuSi
2 -29 426.5+14.775T

LAlCuSi
0 +78 020.276 5-69.996 308 2T

LAlCuSi
1 +141 474.671-73.379 401 2T

LAlCuSi
2 -29 828.793 5+11.673 360 3T
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变化 1.7%， 显然在该合金中溶质 Si 的偏析将更
严重。 图 1b 是使用表 1 热力学模型参数计算所得
Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金的液相线斜率，液相线斜
率随着温度的增大而增大。 表 2给出了计算过程中
Al-Si-Cu合金的其余物理参数， 同时给出了线性化
溶质分凝系数及液相面(线)斜率参数 [19-20]。 研究发
现 [21]，相图特征参数，如溶质分凝系数、液相线斜率
使用常数来定量描述。 在低浓度时是合理的， 在高
浓度和多元合金中，由于这些参数不仅与温度，还和
其他组元的种类和浓度密切相关，且和熔体结构、点
阵位置和溶质相互作用有关，是变量，使用热力学计
算相图特征参数具有更好的物理意义。

3.2 线性稳定性计算结果
图 2a 是温度梯度G=1 000 K/m 条件下 ，Al-

0.3%Si-0.1%Cu 合金在不同生长速度 ν 和扰动频率
ω作用下， 分别采用线性化参数和热力学计算所得
固/液界面稳定区域和失稳区域图。在 ν和 ω所形成
的曲线内部固/液界面是不稳定的，而且不稳定区域
存在于 2 个临界速度 νc和 νa之间， 其中 νc是平面
晶向胞状晶转变的临界生长速度，νa是平界面绝对
稳定性生长速度，超出这个范围的所有 ω 值所对应
的 S(ω)值均小于 0，平界面将保持稳定生长。 图 2b
是温度梯度 G=1 000 K/m， 不同固/液界面生长速度
条件下，分别使用热力学计算技术计算参数和线性化

参数， 得到 Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金固/液界面线性
稳定性判据 S(ω)和扰动频率 ω的关系曲线。 实线为
采用热力学计算所得，虚线为采用线性化参数所得。
S(ω)>0的区域为固/液界面失稳区域，S(ω)<0 的区域
为固/液界面稳定区域。 可以看出，两种参数条件下
计算所得固/液界面稳定区域有很大差别。 当固/液界
面生长速度较小时，如ν=10 μm/s 条件下，在整个扰
动频率范围内，两种参数计算所得均显示凝固固/液
界面处于稳定状态； 而当固/液界面生长速度较大
时，如 ν=30 μm/s 条件下，两种参数所得固/液界面
随 ω 的增加都经历固/液界面稳定到固/液界面失稳
再到固/液界面稳定的变化规律。 当 ν=20 μm/s 时，
两种参数计算所得固/液界面线性稳定性结果却截
然不同：采用线性化参数计算结果表明，在整个扰动
频率范围内凝固固/液界面均处于稳定状态；而采用
热力学计算参数，计算所得凝固固/液界面将随着扰
动频率的增加经历固/液界面稳定、固/液界面失稳、
固/液界面再次稳定 3 个阶段。 可见，这与相图特征
参数的选取有极大的关系。

图 2b 中同时标出了 S(ω)=0 时，固/液界面线性
稳定性临界扰动频率 ω值 ω-和 ω+。 可以看出，采用
热力学计算所得固/液界面稳定区域明显比采用线
性化参数计算所得区域小。 同时，当 ω 值很大或很
小时，两种参数计算所得线性稳定性判据 S(ω)值相
近，且均处于固/液界面稳定性区域。 究其原因在于
当 ω 很大时，式(3)中 Γω2项值很大，即固/液界面能
约束固/液界面起伏，维护固/液界面的稳定。 而当 ω
很小， 固/液界面及溶质梯度成为微不足道的因素，此
时固/液界面稳定性取决于固/液界面处温度梯度[4,9]。
在这两种条件下， 无论使用线性化参数还是热力学
计算参数， 对凝固固/液界面稳定性的研究影响不
大，固/液界面均处于稳定状态。

可以看出， 无论是对临界生长速度还是对扰动
频率对界面稳定的影响，采用热力学计算所得固/液

图 2 Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金固/液界面线性稳定性区域图(G=1 000 K/m)：(a) ν 与 ω 形成的稳定区域图；(b)界面稳定参数 S(ω)
随 ω 的变化曲线

Fig.2 Stability map of the planar front predicted for the Al-0.3 wt.% Si-0.1 wt.% Cu alloy (G=1 000 K/m): (a) stable region formed by
ν and ω; (b) variation in S(ω) with ω at various growth velocities

表2 Al-Si-Cu 合金计算过程中采用的物理参数[19-20]

Tab.2 Physical parameters of Al-Si-Cu used in the
numerical calculation[19-20]

Parameter Unit Value Ref.

kCu,Linear 0.14 [19]

kSi,Linear 0.12 [19]

mCu, Linear K/wt.% -2.6 [19]

mSi, Linear K/wt.% -6 [19]

DCu m2/s 3.0×10-9 [20]

DSi m2/s 3.0×10-9 [20]

Γ K·m 2.4×10-7 [20]
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界面稳定区域明显比采用线性化参数所得区域小，
对界面的失稳的判定更为严苛。
3.3 非线性稳定性计算结果

图 3为 Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金在温度梯度 G=
1 000 K/m，ν=30 μm/s，δ2ω2>1条件下，采用非线性稳
定性判据式(4)计算所得凝固固/液界面的稳定区域
和失稳区域图。实线为采用热力学计算所得，虚线为
采用线性化参数所得， 垂直线为非线性判据中线性
项为零时所对应的扰动频率值 ω0。 可以看出，当扰
动 ω 在图中 0~ω0区域时， 即非线性判据中线性项
小于零， 此时非线性稳定性判据 dδ/dt始终小于零，
固/液界面扰动将随着时间的增大而逐渐减小，固/
液界面将始终保持稳定。 当扰动 ω大于 ω0时，非线
性判据中线性项将大于零， 由于非线性项始终小于
零， 此时必然会在 ω0的右侧产生一个固/液界面稳
定区域， 即图 3局部放大图的三角区域及扰动频率
ω达到 ωCritical时图中所示稳定区域。 在这两个区域，
固/液界面首先发生失稳，并在一定时间内形成新的
有序结构，如胞状结构或枝晶结构，随后根据耗散
理论 [4]，当胞晶或枝晶结构被消耗后，固/液界面又
重新恢复到原来的平界面，该区域被称为亚临界分
叉区[7]。

图 4 为 Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金在温度梯度
G=1 000 K/m，ν=30 μm/s，δ2ω2<1 条件下， 采用非线
性稳定性判据式(5)计算所得凝固固/液界面的稳定
区域。实线为采用热力学计算所得，虚线为采用线
性化参数所得， 垂直线为非线性判据中线性项为零
时所对应的扰动频率值。 不同于 δ2ω2>1 的情况 ，
δ2ω2<1条件下其非线性判据中线性项增加了曲率对
固/液界面稳定性的作用， 从而导致固/液界面的稳
定区域因扰动频率不同而不同，具体结果如图 4a 和
b所示。 当线性项大于零时，非线性项恒为正，则固/
液界面将失稳，形成新的有序结构。而当线性项小于
零时，由于非线性项恒为正，则固/液界面很有可能
出现失稳区域，如图 4a 和 b 中三角区域，这些区域
内固/液界面会失稳，形成新的有序结构，这些区域
也被称为亚临界分叉区[7]。

对比图 4 和图 2b 可以发现， 图 4 中扰动频率
ω-、ω+ 值与图 2b 中 ν=30 μm/s 条件下固 /液界面稳
定性判据 S(ω)=0 时，所对应的固/液界面线性稳定
性临界扰动频率 ω值 ω-和 ω+相等。不同点在于，图
2 中 ω-左侧、ω+右侧的区域， 线性稳定性判据计算
所得结果表明固/液界面均处于稳定状态。 而在图 4
中，ω-左侧、ω+右侧区域，却显示出不同大小程度的
固/液界面失稳区域，即亚临界分叉区。 主要原因在
于 ω-左侧扰动频率越来越小，ω+右侧扰动频率越来
越大时，非线性项逐渐发挥了主导作用，非平衡方程
就有对应的定态解，有些定态解是稳定的，有些是不
稳定的，从而导致最终固/液界面稳定或是失稳[4]。可
以认为， 非线性稳定性判据是对线性稳定性临界扰
动频率 ω-和 ω+值两侧稳定区域的细化。

4 结论

(1)基于固/液界面线性稳定性和非线性稳定判
据，获得三元合金固/液界面稳定区域和失稳区域及
亚临界分叉区域范围。

图 4 Al-0.3%Si-0.1%Cu 在 G=1 000 K/m、ν=30 μm/s下固/液界面非线性稳定曲线(δ2ω2<1)：(a) ω<8×103 m-1; (b) ω>3×104 m-1

Fig.4 Nonlinear instability curves of Al-0.3 wt.% Si-0.1 wt.% Cu at G=1 000 K/m and ν=30 μm/s when δ2ω2<1: (a) ω<8×103 m-1;
(b) ω>3×104 m-1

图 3 Al-0.3%Si-0.1%Cu 合金在 G=1 000 K/m，
ν=30 μm/s下固/液界面非线性稳定曲线(δ2ω2>1)

Fig.3 Non-linear instability curves of Al-0.3 wt.% Si-0.1 wt.%
Cu at G=1 000 K/m-1 and ν=30 μm/s when δ2ω2>1
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(2)采用热力学计算所得稳定区域较线性化参
数所得稳定区域小，判断固/液界面稳定性更严苛。

(3)扰动频率很大或者很小时，热力学计算所得
参数和线性化参数可以互相替代，对于最终固/液界
面稳定性判断影响不大。
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